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Exercice 1

Partie A

Soit p la fonction définie sur l'intervalle [—3 ; 4] par :
p(z) = 2% — 322 + 5z + 1

1. Déterminer les variations de la fonction p sur Uintervalle [—3 ; 4].
La fonction p est dérivable sur [-3 ; 4].
Vo €[-3; 4], p'(r) =322 —6x+5
Ce trindme du second degré n’admet aucune racine (A = —24 < 0) donc Vx € [-3 ; 4], p'(z) > 0.

Donc la fonction p est strictement croissante sur [—3 ; 4].

2. Justifier que l’équation p(x) = 0 admet dans l'intervalle [—-3 ; 4] une unique solution qui sera notée c.

e p est continue sur [—3 ; 4] (car dérivable).
e p est strictement croissante sur [—3 ; 4].
o 0ep([-3;4]) =]-68; 37].
D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation p(x) = 0 admet une unique
solution « dans l'intervalle [-3 ; 4].
3. Déterminer une valeur approchée du réel o au centiéme prés.

A la calculatrice, par la méthode de balayage on obtient o ~ —0, 18 au centiéme prés.

4. Donner le tableau de signes de la fonction p sur Uintervalle [—3 ; 4].

Sur [—3 ; 4], p étant strictement croissante et ne s’annulant qu’en «, son tableau de signes est le
suivant :

Partie B

e{L’

1422

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [—3 ; 4] par : f(x) =

On note € sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

1. (a) Déterminer la dérivée de la fonction f sur l'intervalle [—3 ; 4].
f est dérivable sur [-3 ; 4] d’apres les théoréemes usuels (quotients) et :
14+2?) —e*x2z (@ —2z+1) (z—1)%¢€"

Voe -3 4], f(z) = T

(1 + 1‘2)2 - (1 4 1‘2)2 - (1 + 1‘2)2 :
(b) Justifier que la courbe €5 admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1.
1-1 2 x
)= ﬁ = 0. Donc ¢y admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1.



2. Les concepteurs d’un toboggan utilisent la courbe €y comme profil d’un toboggan. Ils estiment que le
toboggan assure de bonnes sensations si le profil posséde au moins deux points d’inflexion.
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Représentation de la courbe € Vue de profil du toboggan

(a) D’aprés le graphique ci-dessus, le toboggan semble-t-il assurer de bonnes sensations ¢ Argumenter.
Avec la précision permise par le graphique, il semble que la fonction f est :
o convexe sur [—3; 0] ;
e concave sur [0 ; 1] ;
 convexe sur [1; 4].
Donc Cy semble admettre deux points d’inflexion, d’abscisses x = 0 et = 1 environ.
Le toboggan semble donc assurer de bonnes sensations.

(b) On admet que la fonction f”, dérivée seconde de la fonction f, a pour expression pour tout réel
x de lintervalle [—3 ; 4] :

ney _ pl)(x —1)e”
f (.%') - (1 +$2)3

ou p est la fonction définie dans la partie A.

En utilisant ’expression précédente de f”, répondre a la question : « le toboggan assure-t-il de
bonnes sensations ? ». Justifier.

Ve e[-3; 4], (1+ x2)3 >0 et e’ >0 donc f’(z) a le méme signe que p(x)(x — 1).
Le tableau de signes de f” est donc le suivant :

x -3 « 1 4
p(z) — 0 + +
z—1 — - 0 +
1 (x) + 0 — 0 +

La fonction f” s’annule et change de signe en z = a et + = 1. Donc Cy admet deux points
d’inflexion. Le toboggan assure donc de bonnes sensations.



Exercice 2

La figure ci-dessous correspond d la maquette d’un projet architectural.

Il s’agit d’une maison de forme cubique (ABCDEFGH ) accolée a un garage de forme cubique (BIJKLMNO)
ot L est le milieu du segment [BF] et K est le milieu du segment [BC].

Le garage est surmonté d’un toit de forme pyramidale (LM NOP) de base carrée LM NO et de sommet P
positionné sur la facade de la maison.

On munit Despace du repére orthonormé (A ;

1. Par lecture graphique, donner les coordonnées des points H, M et N.
Dans le repére choisi, les points H, M et N ont les coordonnées suivantes :

HO;2;2),M3B3;0;1)etNB;1;1).

2 4
2. L’architecte place le point P aux coordonnées (2 ; 3 ; §>

(a) Montrer que P est bien un point du plan (BCF).
Démontrons pour cela que les vecteurs ﬁ, B? et ﬁ sont coplanaires.
0 0 0

B ﬁ a pour coordonnées | 2 |, B (% a pour coordonnées |2 | et B ﬁ a pour coordonnées | 0
b 3 s 1% 1%
= 0 2
3

1 2
Il est clair que l'on a la relation : ﬁ = 33? + gﬁ
Les vecteurs B—]->’, B? et 37 étant coplanaires, P appartient bien au plan (BCF).



(b) Montrer que P est l'intersection de la droite (HM) et du plan (BCF).

2 3
TP —
HP a pour coordonnées —% et HM a pour coordonnées | —2
z -1
3

2 3 %2 3

— 3 —_—
x% =|-2 ,onaHMzifﬁ. LesvecteursfﬁetHMétant
-1

4

3

3
colinéaires, P € (HM) et d’apres la question précédente, P est bien Iintersection de la droite
(HM) et du plan (BCF).

3
Comme 3 x | —

3. (a) Calculer le produit scalaire WPT\? .

1 1
e
PM a pour coordonnées —% et P‘ﬁ a pour coordonnées % . La base étant orthonormée :
1
3 3
— 1 1 2 1 1 1 2 1 8
PM.m: —21. % :1><1——><———><(——):1——+—:—.
1 3 373 3 3 9 9 9
3 3

(b) Calculer la distance PM.

== e () () - 5 -

On admet que la distance PN est égale a

(¢) Pour satisfaire a des contraintes techniques, le toit ne peut étre construit que si l’angle MPN ne
dépasse pas 55°.

Le toit pourra-t-il étre construit ¢

——
, — 51 PR PM.PN 8 8 8
OnsaltqueiCOS(MPN):COS(PM,P ):PMXPN:@X@: %)54:@'

— 8
Ainsi, M PN = arccos (—) ~ 50°.
V154

Le toit pourra donc étre construit.

4. Le point P est-il le projeté orthogonal du point C sur le plan (LMH) ? Justifier.

0 3
e
C? a pour coordonnées —% et HM a pour coordonnées | —2
4
3 -1
T 0 3 4 4 4
COHM = [-4| | =2 =0x3-2x(=2)+=x(-1) == #£0
4 1 3 3 3
3

——
Le vecteur @ n’étant pas orthogonal au vecteur HM, il ne peut étre normal au plan (LM H). La
droite (C'P) n’est donc pas perpendiculaire au plan (LM H) et P n’est pas le projeté orthogonal de C
sur le plan (LM H).



Exercice 3

Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment

Les utilisateurs de vélo d’une ville sont classés en deuz catégories disjointes :

o ceux qui utilisent le vélo dans leurs déplacements professionnels ;

o ceux qui utilisent le vélo uniquement pour leurs loisirs.

Un sondage donne les résultats suivants :

o 21 % des utilisateurs ont moins de 35 ans.

Parmi eux, 68 % utilisent leur vélo uniquement pour leurs loisirs alors que les autres l'utilisent dans
leurs déplacements professionnels ;

e parmi les 35 ans ou plus, seuls 20 % utilisent leur vélo dans leurs déplacements professionnels, les
autres lutilisent uniquement pour leurs loisirs.

On interroge au hasard un utilisateur de vélo de cette wville.

Dans tout Uexercice on considére les événements suivants :

e J : « la personne interrogée a moins de 35 ans » ;
o T : « la personne interrogée utilise le vélo dans ses déplacements professionnels » ;

o J et T sont les événements contraires de J et T.

Partie A

1. Calculer la probabilité que la personne interrogée ait moins de 35 ans et utilise son vélo dans ses
déplacements professionnels.

On pourra s’appuyer sur un arbre pondéré.

La situation peut se traduire par ’arbre pondéré suivant :

032

0,21 J/
) \

0,79 7 /
\

L’événement « la personne interrogée a moins de 35 ans et utilise son vélo dans ses déplacements
professionnels » est JNT :

P(JNT) = P(J)x Py(T) = 0,21 x 0,32 = 0,067 2.



2. Calculer la valeur exacte de la probabilité de T

Comme J et J forment une partition de I'univers, d’apres la formule des probabilités totales :

p(T)=p(JNT)+p (7 N T) — 0,0672 + 0,79 x 0,20 = 0,225 2.

3. On considére a présent un habitant qui utilise son vélo dans ses déplacements professionnels.
Démontrer que la probabilité qu’il ait moins de 35 ans est 0,30 a 1072 prés.

Calculons la probabilité de I’événement J sachant T :

P(TNnJ) PUNT) 00672
Pr(7) = P(T) ~  P(T) 02252

~ 0,298, soit 0,30 au centieme pres.

Partie B

On choisit au hasard 120 personnes utilisant leur vélo dans leurs déplacements professionnels. On admet
que 30 % d’entre elles ont moins de 35 ans.

On demande a chaque individu de cet échantillon son dge.
X représente le nombre de personnes de [’échantillon ayant moins de 35 ans.

Dans cette partie, les résultats seront arrondis d 1073 prés.

1. Déterminer la nature et les paramétres de la loi de probabilité suivie par X. Justifier.
On répete 120 fois, de maniere identique et indépendante, une épreuve de Bernoulli dont le succes
« la personne a moins de 35 ans » a pour probabilité 0,3. La variable aléatoire X qui compte le
nombre de succes suit donc la loi binomiale de parameétres n = 120 et p = 0, 3.

2. Calculer la probabilité qu’au moins 50 utilisateurs de vélo parmi les 120 aient moins de 35 ans.

La probabilité qu’au moins 50 utilisateurs de vélo parmi les 120 interrogées aient moins de 35 ans est :

P(X >250)=1-P(X <49) =~ 1-0,996 ~ 0,004 au millieme pres.



Exercice 4

3
On considére la fonction f définie sur R par : f(z) = ZxQ —2rx+3.

Partie A

1. (a) Calculer les limites de f en —oco et en +00.

3
lim S2? =+
T——00 4 par somme, lim f(x)=+o0.
lim —2z+3 = 400 S
T——00
. , , * 3 2 3 2 8 4
Factorisons par le terme prépondérant en +oo: Vo € R*, f(z) = 17 243 = 2" 1= 3 a2
r
lim 2% =+
T——+00 4 par produit, lim f(x) = +00.
lim 1__+_:1 r—+00
T—+00 3z x2

(b) Dresser le tableau de variations de f sur R.

f est dérivable sur R en tant que fonction polynoéme et, pour tout = € R, f'(x) = 3%~ 2.
x —00 % +00
f(@) - 0 +
400 400
5
3

4 4
2. En déduire, que pour tout x appartenant a l'intervalle [§ ; 2], f(x) appartient a intervalle [§ ; 2].
D’apres le résultat précédent, la fonction f est croissante sur l'intervalle 3 ;2.

On a donc :

4<m<2:sf(f)<f<m><f<2>-

3 3
o (3)-]

4
Ainsi, six € [g ; 2], alors

t £(2) = 2.

4
< f(@) <2et done, 5 < f(z) <2

W Ut

3. Démontrer que pour tout x réel, v < f(x).

3
Pour cela, on pourra démontrer que pour tout réel x : f(x) —x = Z(m -2)2.

3 3 3 3
Vo eR, f(x)—x:Zx2—2x+3—x:Zx2—3x+3:Z(x2—4x+4):1(x—2)2.
3
Or (z —2)?2 > 0 sur R, donc, V = € R, f(a:)—x:Z(:U—2)2>O.

On en déduit que pour tout réel z, x < f(x).



Partie B

On considére la suite numérique (uy,) de premier terme ug et telle que pour tout entier naturel n :

Un+1 = f (un)

3
On a done, pour tout entier naturel n, up11 = Zu% — 2un, +3 .
1. Démontrer que (u,) est croissante.

D’apres la question A 3.,V n € N, u, < f(uy), c’est-a-dire, u,, < up41. (uy) est donc croissante.
. 4
2. Etude du cas : 3 <up<2.

(a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < 2 .
Pour tout entier naturel n, on définit la proposition P, : "u, < 2".

e Initialisation : Par hypothese ug < 2, donc Py bien vraie.
e Hérédité : supposons la proposition P,, vraie pour un certain rang n € N, c’est-a-dire
que uy, < 2. Montrons que P41 est vraie c’est-a-dire que u,41 < 2.
Par hypothese de récurrence u,, < 2.
4 4
De plus, (u,) étant croissante, u, > ug = 3" Ainsi, u, € [§ ; 2].
4
D’apres la question A 2., on en déduit que up+1 = f(u,) € [§ ; 2} et, en particulier,

que upy1 < 2.
Pra1 est donc vraie.

e Conclusion : d’apres 'axiome de récurrence nous avons montré que pour tout entier
naturel n, u, < 2.

(b) En déduire que la suite (uy,) est convergente.
D’apres les deux questions précédentes, (u,,) est croissante et majorée, donc d’apres le théoreme

de convergence monotone, (u,) converge vers un réel £. De plus, comme (u,) est bornée entre 3
4
et2,€6 |:§, 2:| .
(¢) Prouver que la limite de la suite est égale d 2.
4 4
f étant continue sur {g ; 2] (car dérivable) et (u,) convergeant vers ¢ € [§ ; 2}, d’apres le

4
théoréme du point fixe, ¢ est solution de ’équation f(z) = x dans l'intervalle [§ ; 2}.

Or,
flz)=2 <= f(r)—x=0
= %(x —2)2=0 (d’apres la partiec A
— z-2=0
— r=2

Nécessairement (u,) converge vers 2.

3. Etude du cas particulier : uy = 3.
On admet que dans ce cas la suite (uy) tend vers 4+o00.

Recopier et compléter la fonction seuil suivante écrite en Python, afin qu’elle renvoie la plus petite
valeur de n telle que u, soit supérieur ou égal a 100.



def seuil ()

while u < 100
u = 3/4xux*x2—2%u+3
n = n+l

return n

4. Etude du cas : ug > 2.
A Uaide d’un raisonnement par labsurde, démontrer que (un) n’est pas convergente.
Supposons que (u,) converge vers un réel £.

(uy) étant croissante, d’aprés B 1., pour tout n € N, u,, > ug.
Par conséquent ¢ € [ug; +0o] et donc £ > 2.

f étant continue sur R, d’apres le théoreme du point fixe, ¢ est solution de I’équation f(z) = = dans
I'intervalle [ug;+oo[. Or I'unique solution dans R de 'équation f(z) = z est x = 2. Donc £ = 2.
Contradiction.

Par conséquent, (u,) est divergente.
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