Tale Spe

Les logarithmes ont été découverts par John Néper (1550-1617). Il cherchait une fonction
transformant les produits (long a calculer) en somme (facile a calculer). Le logarithme qu'il a
utilisé est le logarithme décimal, celui utilisé en maths est le logarithme népérien, qui porte
son nom en hommage.

I) Fonction réciproque

Définition :
Soit une fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle. On appelle
fonction réciproque de f, la fonction g telle que : f (a)=b=a=g(b)

Propriété :
Les courbes d'une fonction et de sa réciproque sont symétriques par rapport ala

droite d'équationy = x.

Exemples de fonctions réciproques:

IT) Fonction réciproque d'exponentielle ]

La fonction exponentielle est une fonction continue et
strictement croissante sur R .

Nous avons les limites : lim e=0 gt lim e'=+x  p'gpresle
théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout k€]0;+o[ ,
I'équation e*=k admet une unique solution que nous noterons

In(k).

Définition :
On appelle logarithme népérien |'unique fonction qui a un réel a
strictement positif fait correspondre |'unique réel b tel que e’=a .

In: JO,+o] ™ R f
a — ™ Ina 1 /




Conséquences de la définition :
1) Vx>0,VyeR, x=e'ohx=y
2) Vx>0,e™=x

3) VxeR,Ine'=x

4) Inl=0,Ine=1 et lnl:—l
e

Propriété :

[ La fonction In est strictement croissante. ]

Démonstration :
Soit deux réels a et b tels que 0<a<b .
Or a=¢" et b=e"" donc e"'<e"” et comme la fonction exponentielle est strictement

croissante,
Ina<Inb
Propriété :
Aveca>0etb>0
1) Ina<lnbea<b 3) Ina<0ea<l
2) Ina=Inbea=b 4) Ina>0=a>1

Démonstration :

1) In est croissante

2) = onapplique I'exponentielle de chaque coté

3) et 4) on remplace O par In 1 et on utilise la croissance de In

IIT) Formules & connaftre par coeur I

Avec a >0Oetb >0

Produit :

r In(ab)=Ina+Inb In(a,Xa,...Xa,)=Ina,+Ina,..+Ina, ]

Démonstration :
1) elnab:ab et elna+lnb:elnaxelnb:axb

Inab__ Ina+Inb

Donc e"“=e et finalement In(ab)=Ina+Inb
2) La deuxieme propriété se démontre par récurrence en utilisant la premiére (faite en

exercice)
Quotient :
[ ln(%):—lnb In($)=tna—nb ]




Démonstration :
1) 0=1n1=ln(b><%)=lnb+ln% d'ou lnb=—ln%

a 1 1
— )= X— )= —_= —
2) ln(b) In(a b) lna+lnb Ina—Inb

Puissance :

VneZ,lIna"=nlna

Démonstration :
On commence par le démontrer par récurrence pour tout entier positif, puis on remarque

—n 1 n . .
Ina =In?=—ln a  pour conclure pour tout entier relatif.

Remarque : Cette propriété est en fait valable pour un réel n. De maniére générale on peut
étendre la définition de puissance a des réels par 2°=¢"? =™

Racine carrée :

ln\/E=%lna

Démonstration :
Ina=Inva =2Ina

[ IV) Etude de la fonction In

La fonction In est strictement croissante et est définie sur ]0;+o[ . Est-elle dérivable,
continue ? Quelles sont ses limites ?
Dérivabilité :

/7 . ’ 1
[La fonction In est dérivable sur 10,+x[ et pour tout x>0, In = ]

Démonstration :
2) Soit un réel x > 0, si In est dérivable alors nous pouvons dériver la composée f(x)=e
f'(x)=In"xxe™=In"xxx or f(x)=x donc f'(x)=1

In x

, 1
Et comme 1=In'xXx , nous obtenons In (X)=; .

1) Mais nous ne pouvons faire la démonstration ci-dessus que si In est dérivable.
In(X

Soita>0 Inx—Ina n(a)
X—a B X—a

on effectue le changement de variable §=€X®X =1n§ et donc X —In1=0

ln(i) X
lnx—lna: a Ine 1>< X

Xx—a x—a ge—a a e'-1
X

. X
Comme lim &—=1 _ on en déduit }X}H}) eX——1:1 et finalement :

X-0

lim x=td_ g, 1 X
xX—a X—da X-o0da e _1

_1
a

rd . 7/ 1] 1
La fonction In est dérivable en tout réela>0et In a=—



[ Soit u une fonction strictement positive, (Inu) ,:% ) ]

Démonstration :
Dérivée d'une fonction composée

Continuité :

[II s'ensuit que la fonction In est continue sur 10, +oo[ ]

Démonstration :
Toute fonction dérivable sur I est continue sur I.

Limite :
Iim Inx=+o et lim In x=—o0

X —+00 x—0

Démonstration :

1) Soit un réel A (aussi grand que |'on veut), Inx> A< x>e” donc pour n'importe quel réel
lim Inx=+ow

x—+0

x>e' ,nousavons Inx>A4 . Ceci prouve que

. . 1 . . 1
2) limlnx=lim—In == lim —InX'=-c0 en posant le changement de variable X =—

x—0 x—0 X X o+

Remarque : La droite d'équation x = O est asymptote verticale a la courbe de In.

X 0 1 e + oD
Tableau de variation : I'(x) ; + .
: + oo
Inx /
-0
signe 3
de Inx ‘* £

IV) Utilisation de de la fonction In I

Propriété :

tim In(1+x)
x—0 X

=1

Démonstration :
fim ln(l-i-x):lim In(1+x)—In(1+0)

x—0 X x—0 x—0

=In'(140)=1 c'est un taux d'accroissement

X —+00 X x—=0

Croissance comparée :
[ lim ln(x):O et lim xIn(x)=0 ‘

Démonstration :
On effectue le changement de variable x=e* .
Retenez que, lors d'une forme indéterminée entre x et In, c'est x le plus fort.



Logarithme décimal :
Ine=1"mais |'on peut définir un logarithme, vérifiant toutes les propriétés que nous avos
énoncés mais tel que log(10)=1 par exemple.

In , . L.
La fonction 10gx=ﬁ est appelée logarithme décimal.

C'est ce logarithme qu'a introduit John Néper pour simplifier les calculs. L'avantage de ce
logarithme se révéle lors des calculs avec des puissances de 10 car log10"=n . Ce logarithme
est trés utilisé en sciences pour changer d'échelle (et se placer sur une échelle logarithmique) :
séismes, PH, gain, son (DB), musique (fret d'une guitare), ...

logx=aex=10"

Le log vous permet aussi de savoir combien de chiffres sont nécessaires pour écrire un nombre
avec la formule 1+logN

log(2°)=56891l0og2~1712.6 il faut 1 713 chiffres pour écrire 2°¢

Pourquoi les physiciens preferent utiliser le log alors que les mathematiciens preferent le In ?
Le In a I'avantage d'étre plus précis (dans le sens de I'utilisation) , de permettre des
dérivation sans apparition de constante.

Le log a I'avantage d'avoir les mémes propriétés que le In et de plus il simplifie les calculs en
écriture scientifique (puissances de 10). Mais il est moins pratique en cas de dérivation.

alors que log'(x)= 1

In"(x)= ~XIn10

1
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