lére Spe

[ I) La fonction exponentielle I

Un lemme est un résultat qui va nous servir da la démonstration d'une propriété.

Lemme
Si f est une fonction dérivable sur R telle que f'=f et f(0)=1
alors f ne s'annule pas sur R .

Démonstration :
Considérons la fonction g(x)=f(x)X f(—x)
Nous avons  g'(x)=f"(x)X f(=x)+f (x)x[-f'(=x)]=0

Donc la fonction g est constante et pour tout réel x,
glx)=g(0)=r(0)x f(0)=1
Ainsi, pour tout réel x, f(x)Xf(-x)=1 etdonc f(x)#0

Propriété :

Il existe une unique fonction f dérivable sur R telleque f'=f et f(0)=1 .
Cette fonction est appelée fonction exponentielle, notée exp.

Démonstration :
Existence : L 'existence est admise.
Unicité : Soient f et g deux fonctions vérifiant les conditions de la propriéte.

La fonction h =§ est définie (puisque f ne s'annule pas d’aprés le

lemme) et dérivable sur R .
Donc =8 XS—gXf"_gf—Jg_

0 . La fonction h est constante et comme

s r
h(0)=1 , pour tout réel x, h(x)=Jg[((fC))=1 et g(x)=7(x)

[ IT) Calculs avec |'exponentielle I

Propriété 1 :

[ Vx,yEIR,exp(x+y)=exp(x)><exp(y) ]

Démonstration :

. . s . +
Soit un réel y. On considére la fonction h(x) =%



h'(x)= exp ' (x+y)exp(x)—exp(x +y)xexp'(x) :eXp(x +y)exp (x)—exp(x +y)Xexp(x)

(exp (x))° (exp(x)] )
La fonction h est constante et h(X)=h(0)=%=CXP(Y)
Finalement, % =exp(y)

Propriété 2 :
La fonction exponentielle est strictement positive sur R

Démonstration :
La fonction exp ne s ‘annule pas (lemme de début du chapitre) et de plus

2

explx)=exp(% +%) =[exp (2] >0
Propriéeté 3 :
1
eXp(_x):exp(x)

Démonstration :
On considére la fonction f(x)=exp(x)Xexp(—x) pour tout réel x.
Nous avons f'(x)=exp'(x)Xexp(—x)—exp(x)xexp'(x)=0 , /a fonction f est
constante or f(0)=1 donc f(x)=exp(x)xexp(—x)=1
)= 1

Finalement exp(—x oxp(]

Propriété 4 :

exp(y)

[ Vx,yElR,eXp(x—y):eXp<x) \‘

Démonstration :
On appligue la propriété 1 avec x et -y, puis la propriété 3.

Propriéte 5 :

[V X, Xy, ... %, ER, exp(x,+x,+..+x,)=exp (x,) Xexp(x,)X... Xexp( x,) ]

Démonstration :
admise (une récurrence sur n, le nombre d'éléments.)

Propriété 6 :

V x€R,V neZ,exp(nx)=[exp(x)]" I

Démonstration :
n>0: C'est la propriété 5 avec x,=..=Xx,=Xx
n=0: exp(0)=1=[exp(x)]

0



III) Des puissances

On note e |'image de 1 par la fonction exponentielle :  e=exp(1)~2,71828...
Pour tout entier relatif n, nous avons exp(nx)=[exp(x)]" donc exp(n)=[exp(1)]"=e"
Par extension, on convient de noter exp(x)=e" . La puissance peut étre réelle

On peut des lors tout simplifier :

., e
V x,veR,neZ eV =e"xe’ e V=—

Ce sont les regles usuelles de calculs sur des puissances.

IV) Etude de la fonction

Signe de exp :

V xeR,e >0

Démonstration :

V xeR, e'=e? 2=(¢?)?>0 ef comme la fonction exp ne s'annule pas vV x€R, " >0

Variations de exp :
[La fonction exp est strictement croissante sur R ]

Démonstration :
La dérivée de exp est elle-méme, et comme V x€R,e">0 , sa dérivée est
strictement positive donc exp est strictement croissante sur R

Conséquence de la monotonie de exp :
e‘=e"oa=b et e‘ze"oazb

u

Dérivée de ¢

(") =u'xe"




V) Compléments

A) La fonction exponentielle est trés utilisée pour modéliser des problémes :

La fonction exponentielle décrit une croissance tres rapide (une population par
exemple), parler de croissance exponentielle indique que la croissance est trés rapide.

\

Elle peut aussi décrire une décroissance tres rapide

flx)=e

Elle peut aussi décrire une croissance tres rapide suivie d'une stagnation.

(Charge d'une batterie)
f(x)=—e>7"+10 /

Elle peut tout aussi bien décrire la décharge d'une batterie :

f(x)=—e*"™+10

B) Voici deux suites convergentes vers e :

1 1
uﬂ:(]%) V”:()/+1_j+"'+ﬁ (avec n/=1X2X3X...Xn )

lim u,=lim v,=e
n—+oo n— -+

C) La fonction exponentielle intervient dans la résolution des équations différentielles :

4 . . 7, . ’ . —ax b
L'équation différentielle y'+ay=b admet les solutions y=Ce —

—X X

e +e
2

x -
_e —e

2

D) Les fonctions hyperboliques sont définies par ch(x)= et sh(x)

E) L'exponentielle intervient dans les nombres complexes et en probabilité.

F) Sa fonction réciproque est le logarithme népérien (In) que vous verrez I'année prochaine.



