Tale Spe

I) Vecteurs de |'espace

Nous allons étendre ce que vous savez des vecteurs, que vous avez définis et utilisés
dans le plan, a I'espace.
Vecteurs :

A tout couple (A:B) de points de |'espace, on associe le vecteur AB .
La translation de vecteur 4B est la transformation qui transforme A en A+4B .
Lorsque A=B, le vecteur 44 est le vecteur nul.
La norme de 4B est la distance AB.
Toutes les régles de calcul vues dans le plan s'étendent a |'espace : regle du
parallélogramme, relation de Chasles, somme de vecteurs, produit par un réel, ...

Colinéaires :

Deux vecteurs # et V sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k tel que #=kv .
Par convention, le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur de |'espace.

Droite :
Soient A, B deux points distincts de |'espace.
(AB) est I'ensemble des points M tels que les vecteurs AB et AM sont colinéaires.
On dit que AB est un vecteur directeur de (AB).
N'importe quel vecteur colinéaire & 4B est également un vecteur directeur de (AB).

Propriété : VMe(A4B),3! xeR/ AM =x AB

Démonstration :
Existence : Soit M un point de (AB). Par définition, AB et AM sont
colinéaires.
Par définition de la colinéarité, il existe un réel x tel que
AM =x AB
Unicité :  Soient deux réels x.,x' telsque AM=xAB et AM=x'AB
Donc AM—AM=xAB—x'AB
ie 6:(x—x ') AB
Comme A et B sont distincts, AB n'est pas le vecteur nul ce qui implique que
x—x'=0
Finalement x=x' .



IT) Plan de |'espace

Repere du plan :
Un repére d'un plan P est défini par (O;i,) ol O est I'origine du repére, i
et j deux vecteurs non-colinéaires.
Propriéte : vMeP,3!(x,y)eR’/ O_Azzx;+y}
Démonstration :
Existence : Soit M un point de P.
Posons I et J les points de P tels que OI=i et OJ=] .
La paralléle a (OI) passant par M coupe (OJ) en M' (sinon ( OI) et (OJ ) seraient //)
M'€(0J) donc il existe y€R tel que OM '=y0J
La paralléle a (OJ) passant par M coupe (OI)en M"" (sinon ( OI) et (OJ ) seraient //)
M''€(0I) donc il existe x€R tel que OM "' =x0I
Comme OM=OM '+ M 'M=0M'+OM ""=xi+y]
Unicité :  Soient deux couples de réels (x,y)et(x’,y') tels que :
O_]\7=x;+y}=x ’?+y’7
(x=x")i=(y'=»)j

'— = R .
Si x#x' alors i=§—yj et les deux vecteurs sont colinéaires or ils ne le sont

!

pas. C'est impossible.
Si x=x" alors 0=(y'—y)j et O=y'—y (car ; ne peux pas étre le vecteur nul)
Donc y=y'

Cette propriété nous permet de donner une définition d'un plan plus rigoureuse :

[(ABC) est I'ensemble des points M tels que 3(x,y)eR?, A_]\?=x,?§+y25]

On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan P.
Propriété :

[Deux plans qui ont deux vecteurs directeurs en commun sont paralléles.]

Démonstration : admise

Vecteurs coplanaires :

Soit un point A de |'espace.

On dira que des vecteurs sont coplanaires si A et tous les points obtenus par
translation de A en suivant ces différents vecteurs appartiennent a un méme plan.
Deux vecteurs sont foujours coplanaires.

Propriété :

( u,v et sont coplanaires =3a,fe R tel que Ww=au+pv ]

Démonstration : admise
On dit que W est une combinaison linéaire des vecteurs i et v



[ III) Bases de vecteurs dans |'espace I

Vecteurs coplanaires :

Trois vecteurs sont dits coplanaires si |'un des vecteurs est une combinaison
linéaire des deux autres.

Cela signifie qu'ils peuvent tre placés dans le méme plan.
Bases de vecteurs dans |'espace :

Trois vecteurs non coplanaires forment une base de |'espace.

Propriété :
Soient une base (7,7,k) de |'espace.
Pour tout vecteur i , il existe un unique triplets de réels (x,y,z) tels que :
i=xi+yj+zk
Démonstration :
admise, elle se fait de la méme maniére que pour un repére du plan.

Définition :
Soient une base (7,7,k) de |'espace et un point O.
Le quadruplet (0,7,7.k) est appelé repére de I'espace.
Pour tout point M de |'espace, il existe un unique triplets de réels (x,y,z) tels que :
iiq:x;+y}+z%

] —_— x 4
Ce que |'on notera Op7 = MR Ce sont les coordonnées du vecteur.

z

Les formules que vous avez |'habitude d'utiliser se généralise dans |'espace :
calculs vectoriel avec coordonnée, distance entre deux points de |'espace,
milieu de deux points de |'espace, etc ...
Distance:

AB=\(x ,—x, P+ (y ,— v, P+ (z,— 2,
Milieu:
Soit I le milieu de [AB]. [= XatXg YatVp ZatZs
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[ IV) Positions relatives dans |'espace I

Position relative de deux droites :
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Position relative d'une droite et d'un plan :
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Position relative de deux plans :

Théoreme du toit :
Soient deux plans sécants P et P’ qinsi que deux droites d et d' appartenant a
ces deux plans. Notons A ['intersection de ces deux plans.

[Si d et d' sont paralléles alors A est paralléle a d et d'.]

Position relative de trois plans :
Soient deux plans P et P' paralléles.

Tout plan sécant avec P est aussi sécant avec P'.
Les droites d'intersections (hotée d et d') sont paralleles entre elles.
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